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IR et ses variantes

o (R ) est I'ensemble des nombres réels.

o (R ) est I'ensemble des réels auquel on rajoute les symboles +oco et
—00
R =RU {400, —0c0}

©

R™ ) représente les réels positifs ou nuls : Rt = [0, +oo].

o (R~ ) représente les réels négatifs ou nuls : R~ =] — 00, 0].

©

x> en exposant d'un ensemble signifie qu'on enléve 0 de cet
ensemble.

» R* =R\{0} ( R privé de zéro )

» R* =] — 00, 0[U]0, +o00]

» RT* =]0, +oo]
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Représentation graphique.

L'axe des réels est représenté par une (droite horizontale graduée)
Un point de la droite = un réel
Un ensemble de réels = une portion de cette droite
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Intervalles de R

Définition

Une partie / de R est un (intervalle ) si, dés qu'elle contient deux
réels, elle contient aussi tous les réels intermédiaires.

Un intervalle est une partie de R sans trou.

Exemple : RT est un intervalle.
R* n’est pas un intervalle.
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Remarque : L'(intersection ) de deux intervalles est un intervalle.
La de deux intervalles n'est pas toujours un intervalle.

Exemple : [0;1] U [2; 3] n'est pas un intervalle.
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Listes des types d'intervalles

I ={x€eR, a< x< b} =]a;b] segment
I ={xeR, a<x<b}=]ab|
I ={xeR, a<x<b}=]a b
I ={xeR, a<x<b}=]ab|
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I ={xeR, a<x}=[a+o|
I ={xeR, a<x}=]a +o0|
I ={xeR, x<b}=]-o0; b
I ={x eR, x<b}=]—o00;b|
= R = |—o0; +o0

=2
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Exercice

Représenter graphiquement sur un axe réel gradué les ensembles
suivants, puis les décrire a I'aide d'inégalités.

A=]51;7], B=[-2,4x[, C=[-4,6]N][2;9],

D=1[-4,6]U[2;9], E=][1;3[U[6;7,5], F =][1;3[N[6;7,5],
G = ([-8; —6,5]U] — 5; =3[)N] — 7; —4,3]

Notions

o AN B est l'intersection de A et B, c'est-a-dire ce qui est a la fois
dans Aet B

o AU B est la réunion de A et B, c'est-a-dire ce qui est dans A ou B
(ou les deux a la fois)
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La relation de comparaison ( < ) est une relation d'ordre.
@ réflexive : x < x.
@ transitive :
xL<yety<z=x<z

@ antisymétrique :
X<yety<x=x=y
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Ne change pas le sens de |'inégalité

o On peut additionner un nombre de chaque coté d'une inégalité.
XLy = X+z<y+z

o On peut multiplier chaque coté d'une inégalité par un nombre

Cpositn)
(x<yetz>0) — xz<yz
o On peut multiplier entre elles deux inégalités

(0<x<yet0<z<t) = 0<xz<yt

o On peut passer au carré une inégalité ( positive

0<x<y = x*<y
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change le sens de I'inégalité

o Multiplier une inégalité par —1 change le sens de I'inégalité.

XSy = “ys-—x

o Passer a l'inverse dans une inégalité ( positive ) change le sens de

I'inégalité.

X |~

1
O<x<y = 0<;<
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Résoudre une équation ou inéquation simple.

Résoudre = déterminer toutes les valeurs de x solution d'une équation ou
inéquation.
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Equation ) : on la reconnait au signe =.

on applique des opérations de chaque coté

de I'égalité, jusqu'a arriver a isoler x seul d'un coté.

@ (termes additionné/soustrait a x) On additionne de chaque coté de

I'égalité méme termes avec (Ies signes opposés) ;

3x—-5=2

& 3x—5_+5)=2(+5)

& 3x=7

on a l'impression que le terme est passé de |'autre coté en changeant
de signe
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@ Cfacteurs multipliés par x) On multiplie par de chaque

coté de I'égalité :

3x =17
1 1
& X x| - |=T7TX| =
N 7
X ==
3
on a l'impression que le 3 est passé de |'autre coté.
Exemple :
X
— =3
5
X
& —xb=axb
& x=bha

Remarque : Toujours vérifier qu'on ne divise (ou multiplie) pas par 0!
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S'il y a une fonction, on essaye d'appliquer la fonction
< contraire > (( bijection réciproque )) pour la simplifier.

& x=1Inb

Attention, ce n’est pas une multiplication par In!!! C'est une

composition ) par In.
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Se méfier des carrés et des fonctions trigo

Exemple :
x> =5

si on applique la racine carré de chaque coté, on obtient
x =15
Mais x = —+/5 est aussi une solution!! (c.f. valeur absolue).

) _ 1
Exemple : cosx = 7 (c.f. cours avant)
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Inéquation. ) on la reconnait aux signes <, >, <, >.

on applique des opérations de chaque coté de
I'inégalité, jusqu'a arriver a isoler x seul d'un coté.... en faisant

attention que certaines opérations changent le sens de I'inégalité !

@ (termes additionné/soustrait a x) On additionne de chaque coté de

['égalité méme termes avec (Ies signes opposés). (ne change pas le
sens des inégalités)

6x +4 <3
& 6x+4 —4)<3(-4)

& bx < -1
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(¢ Cfacteurs multipliés par x) On multiplie par de chaque
coté de I'égalité :

6x < -1

1 1 -1
~ < (1) %= < —
& 6x ( ) ® x< -

(ATTENTION ) Si ce facteur est , il faut changer le sens de

I'inégalité !

—Ax <7 & X>—4

Et si on ne sait pas le signe de la quantité :
o soit on ne divise pas

o soit on traite séparément tous les cas ( positif, négatif ou nul).
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S’il y a une fonction, on essaye d'appliquer la fonction < contraire > pour
la simplifier,

o Si la fonction est (croissante), I'inégalité ne change pas.
In(x) > —6

< exp(In(x)) = exp(—6)
& xze

o Si la fonction est (_décroissante ), I'inégalité change de sens.

o Si la fonction a des parties croissantes et des parties décroissantes, on
ne peut I"appliquer sur les deux coté de I'inégalité!
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Exercice

Résoudre les équations et inéquations suivantes d'inconnue x :

X—2<4 3x4+5=-5 —2x—1<-3 %—3@

Présenter les solutions sous forme d'intervalle.

Notions.

o Pour résoudre, il faut appliquer les mémes opérations de chaque coté
de I'égalité ou inégalité. (Pour isoler x).

o Ajouter et soustraire un nombre de chaque coté d'une inégalité ne
change pas le sens

o multilplier et diviser par un nombre positif de chaque coté d'une
inégalité ne change pas le sens

o multilplier et diviser par un nombre négatif de chaque coté d'une
inégalité change le sens
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Tableau de signe

On veut déterminer le d'une quantité Q(x) ou alors résoudre une

inéquation du type
Q(x)>0, Q(x)<0, Q(Xx)<0, Q(x)=0

Q@ est constituée de ou de :

Technique : On étudie séparément le signe de chacune des quantités qui
intervient dans @ et on présente le résultat sous forme d'un tableau.
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o Premiere ligne = toutes les valeurs importantes de x dans |'ordre
croissant.
o Ensuite, une étude de signe par ligne : 0, + (positif) et - (négatif)
selon les valeurs de x.
o Dans la derniéere ligne, on met @ et on fait le bilan des signes et des
0:
@ 0 au numérateur — 0
@ 0 au dénominateur — valeur interdite ( double barre)

@ ++—-+
@+ — -
® — —+

Dans la derniére ligne, on regarde le signe qui nous intéresse et on garde le
ou les Cintervalles de x ) correspondant.
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Exemple : On veut savoir quand Q(x) = %
@ On étudie le signe de 1 — x.
1-x=0 & x=1

1 — x est positif avant 1 et négatif apres 1.
@ On étudie le signe de 2x + 3.

3
2x+3=0 <« x:—§

2x + 3 négatif avant —% et positif apres.
@ On étudie le signe de x + 5.
x+5=0 & x=-5

avec x + 5 négatif avant —5 et positif apres. .

Les réels
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On obtient le tableau suivant :

X -5 f% 1
1—x |+ + + 0 —
2x+3 | — - 0 + +
x+5 |- 0 + + +
Rx) |+ I - 0 + 0 —

Donc Q est positif quand x €] — co; —5[U [—%; 1].
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Résoudre I'inéquation suivante a I'aide d'un tableau de signe.

(x—1)(4 —3x) <0;

Notion. On étudie séparément le signe de chacune des quantités qui
intervient dans @ et on présente le résultat sous forme d'un tableau. La
premiere ligne est celle de x, on y met toutes les valeurs importantes
(celles qui font un 0 quelque part) dans I'ordre croissant. Ensuite, on met
une étude de signe par ligne, en mettant les symboles 0, + (positif) et -
(négatif) selon les valeurs de x. Dans la derniére ligne, on met Q et on fait
le bilan des signes et des 0. Dans cette derniere ligne, on regarde le signe
qui nous intéresse et on garde le ou les intervalles de x correspondant.
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Majorant et minorant

Soit A une partie de R.
o un nombre M est un ( majorant de A si

Vx €A x< M

A est ( majorée

o un nombre m est un { minorant de JA si
Vx € A, m< x

A est { minorée

o Si A est majorée et minorée, alors A est ( bornée

AN ER,Vx €A |x| <N
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Exemples :
@
A=[-1,2]U[3;4]U{8}
9 est un majorant de A et -3 est un minorant de A. A est bornée.

@
A= [7;+o0[
A est minorée (par exemple par 6) mais n'admet aucun majorant. Elle
n'est pas bornée.

@ ]—o00, 8[ est majoré par 8 mais n'est pas minoré donc il n'est pas
borné.

@ 7 n’est ni majoré ni minoré.
® lintervalle |1, 2[ est borné.
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| §

aestle (plus grand élément)de Asi a € Aetsi aest un majorant
de A.
de A.

aest le (plus petit éIément)de A'si a € Aetsi aest un minorant

Exemples :

a = min(A)
@ max([—6,4]) = 4.

@ A =]—3;5[U{7} ne possede pas de plus petit élément

DA
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Exercice

@ Donner lorsqu'’ils existent le plus petit élément et le plus
grand élément des parties de R suivantes :
A={3;12; -100;1}, B =[0;1[U]3; 4],
C={1/kikeZ*}, D={1/k;k € N*}, N.

@ Déterminer si les parties suivantes sont majorées et donner
le cas échant un majorant :

F = {3;12;-100}, G =]—00,8[, H = {2k + 1; k € N}.
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Définition

|x] € Z

et

La de x est , le plus grand entier inférieur
ou égal a x.

Ix] <x<[x]+1
Exemples : [3] =3; [1,2] =1; [1] =0; |r] =3.
|—7,01] = 8.

Attention aux nombres négatifs : |—1| = —1; |-0,5] = —1;

DA
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Propriété.

La partie entiere est une fonction croissante et continue par mor-
ceaux.

la partie entiére conserve les inégalités :

x<y = |x] < |y
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Et il en reste quoi?

@ On a5 < x <7. x appartient a quel ensemble ?
5.7, 15,7 157, 157]

@ On a x > —2. Diviser I'inégalité par 2, retrancher 5 et multiplier par
-3. Qu'est-ce que ¢a donne comme inégalité?

@ 3 est le plus petit élément de quel(s) ensemble(s) ?
]376[7 N\{07172}7 [37 12[7 {4757278}7(@

@ On a 1,543 < x < 4,999. La partie entiere de x est entre quels
entiers ?
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Réponses.

@ 5 < x < 7 signifie x appartient a [5,7]

@ 3
X 15418
2
@ 3 est le plus petit élément de
N\{0,1,2}, [3,12]
@ Si 1,543 < x < 4,999, alors

1< [x] <4
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